
ربیع حمیدرضا دکتر مدرس: کامپیوتر مهندس ده ی دانش

خط جبر
٩٩ اول نیم سال

آذر ٢۵ تحویل: تاریخ پنجم سری تمرین

کنید. بررس دلیل ذکر با را زیر گزاره های نادرست یا درست .١

بود. خواهد مارکف ماتریس ی لزوما مارکف ماتریس دو حاصل ضرب •
وجود ان ام این دهیم، تغییر بودن نامنف به را مارکف ماتریس ی درایه های بودن مثبت شرط اگر •

برسیم. پایدار حالت ی از بیش به که دارد
باشد. معین منف نم تواند مارکف ماتریس ی •

نباشد. متقارن است ن مم وجود) صورت (در متقارن ماتریس ی معکوس •
است. متقارن دارد، حقیق ویژه ی بردارهای و حقیق ویژه ی مقادیر که ماتریس هر •

نباشد. معین مثبت است ن مم مثبت، دترمینان با متقارن ماتریس ی •

پاسخ.

درست •
به مثبت مقادیری جمع و ضرب از آنها حاصل ضرب درایه هر باشند، مارکف ماتریس دو B و A اگر

بود. خواهد مثبت مقداری همواره که م آید دست

داریم: درنتیجه .sTB = sT و sTA = sT م دانیم باشد، s =


١
١
...
١

 اگر همچنین

sTAB = sTB = sT

شرط، دو هر برقراری به توجه با بود. خواهد ١ با برابر AB ماتریس ستون های از ی هر جمع بنابراین
بود. خواهد مارکف ماتریس نیز AB ماتریس

درست •
یرید. ب نظر در را همان ماتریس مثال برای

درست •
باشد. معین منف نم تواند پس دارد، ١ با برابر ویژه مقدار ی حداقل مارکوف ماتریس هر م دانیم

نادرست •
زیرا: است، متقارن حتما معکوس پذیر متقارن ماتریس ی معکوس

S = QΛQ−١ ⇒ S−١ = (QΛQ−١)−١ = QΛ−١Q−١

نادرست •

نیست. متقارن ماتریس اما هستند، حقیق ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

[
٢ ١
٠ ٣

]
ماتریس در مثال برای

١



درست •
نیست. معین مثبت اما است مثبت باشد، زوج n که صورت در −In×n ماتریس دترمینان مثلا

برابر آن ستون هر درایه های جمع که باشد نامنف درایه های با معکوس پذیر ماتریس ی Mn×n کنید فرض .٢
م نامیم. تصادف ماتریس ی را ماتریس چنین است. ١ با

. بود. خواهد ١ با برابر M−١ ماتریس ستون های از ی هر جمع دهید نشان •

بود. نخواهد تصادف ماتریس لزوما ، تصادف ماتریس ی معکوس چرا دهید توضیح •

ماتریس نم تواند هیچ گاه آن معکوس باشد، ناصفر درایه های با ٢ × ٢ ماتریس M اگر دهید نشان •
باشد. تصادف

تصادف آن معکوس و خود که کرد پیدا همان ماتریس جز به ماتریس م توان آیا باشد، n > ٢ اگر •
کنید. اثبات وجود، عدم صورت در و بزنید مثال ی وجود صورت در باشند؟

پاسخ.

آن درایه های تمام که باشد ماتریس Sm×n و باشد دلخواه ماتریس An×n اگر م دهیم نشان ابتدا •
١ با برابر A ماتریس ستون های از ی هر جمع آن گاه ،SA = S باشیم داشته و هستند ١ با برابر

بود. خواهد

sij =
n∑

k=١

sikakj =
n∑

k=١

akj = ١

به M−١ در معادله این طرفین ضرب با .SM = S داریم ،M ماتریس بودن تصادف به توجه با
از ی هر جمع که گرفت نتیجه م توان بالا، قضیه به توجه با و م رسیم SM−١ = S معادله ی

است. ١ با برابر M−١ ماتریس ستون های
آن درایه های است ن مم اما است، برقرار M−١ ماتریس بودن تصادف دوم شرط که این وجود با •

ی معکوس نتیجه در دهید). نشان را موضوع این نقض مثال ی ذکر (با باشند منف اعدادی
بود. نخواهد تصادف لزوما تصادف ماتریس

ad − bc اگر حال بود. خواهد M−١ =

[
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

]
باشد، M =

[
a b

c d

]
ماتریس اگر •

بود. خواهد منف M−١ اصل قطر درایه های باشد، منف اگر و فرع قطر درایه های باشد، مثبت

متعامد آماری ماتریس ی واقع در یرید. ب نظر در را M =


١

١
···

١

 ماتریس مثال برای بله، •

باشد. سوال این پاسخ م تواند

٢



کنید: تعیین زیر Aهای ازای به را Au = u′ معادلۀ پایداری ویژه، مقادیر از استفاده با تنها .٣

A =

[
−١ −٢
٠ −٣

]
•

A =

[
١ −٢
٠ ٣

]
•

A =

[
١ −٢
١ −١

]
•

پاسخ.

•

σ(A) = {−٣−,١}

است. پایدار سیستم پس هستند، منف ویژه مقادیر همۀ
•

σ(A) = {١, ٣}

نیست. پایدار سیستم پس است، مثبت ویژۀ مقدار دارای ماتریس
•

σ(A) = {±i}

است. نیمه پایدار سیستم پس نیستند، منف و هستند نامثبت ویژه مقادیر حقیق بخش

آیا ،AB ̸= BA اگر است. متقارن AB کنید ثابت .AB = BA و هستند متقارن B و A کنید فرض .۴
است؟ متقارن لزوماً AB

پاسخ.

(AB)T = BTAT = BA = AB

است. متقارن AB پس
سوال: دوم قسمت برای نقض مثال

A =

[
١ ١
١ ١

]
, B =

[
١ ٠
٠ ٢

]
⇒ AB =

[
١ ٢
١ ٢

]
, BA =

[
١ ١
٢ ٢

]

٣



آورید. بدست را A و Q زیر، متقارن ماتریس های از هرکدام برای .۵

X =

[
٢ −۶
−۶ −٧

]
•

Y =


−١ ٠ −٢
٠ ١ ٢
−٢ ٢ ٠

 •

پاسخ.

آوریم: بدست را ماتریس ویژه بردار های و مقادیر بایست ابتدا در •
λ١ = −١٠, λ٢ = ۵ ویژه: مقادیر

u١ =

[
١
٢

]
, u٢ =

[
−٢
١

]
ویژه: بردار های

م کنیم. استفاده Q ساختن برای ویژه بردار های نرمالایز شده ی از و A ساختن برای ویژه مقادیر از

A =

[
١٠ ٠
٠ −۵

]
, Q = ١√

۵

[
١ −٢
٢ ١

]
داریم: نتیجه در

آوریم: بدست را ماتریس ویژه بردار های و مقادیر بایست ابتدا در •
λ١ = ٠, λ٢ = ٣, λ٣ = −٣ ویژه: مقادیر

u١ =


٢
٢
−١

 , u٢ =


−١
٢
٢

 , u٣ =


٢
−١
٢

 ویژه: بردار های

م کنیم. استفاده Q ساختن برای ویژه بردار های نرمالایز شده ی از و A ساختن برای ویژه مقادیر از

A =


٠ ٠ ٠
٠ ٣ ٠
٠ ٠ −٣

 , Q = ١
٣


٢ −١ ٢
٢ ٢ −١
−١ ٢ ٢

 داریم: نتیجه در

دهید. توضیح کامل طور به هستند؟ معین مثبت Y و X ماتریس های ،b و a از مقادیری چه به ازای .۶

X =


a ١ ١
١ a ١
١ ١ a

 •

Y =


١ ٢ ٣
٢ b ۴
٣ ۴ ۵

 •

پاسخ.

بالا چپ گوشه ی از که k ∗ k ماتریس های دترمینان های تمام اگر ماتریس، بودن متقارن به توجه با •
به دترمینان ها بود. خواهد معین مثبت ورودی، ماتریس اینصورت در باشند، مثبت م شوند، شروع

۴



با: برابرند ترتیب
مثبت هم a > ١ ازای به که |X١١| = a, |X٢٢| = a٢ − ١, |X٣٣| = (a − ٢(١(a + ٢)

هستند.
برابرند ترتیب به دترمینان ها م کنیم. عمل قبل قسمت همانند بنابراین است متقارن داده شده ماتریس •

با:
سه هر که یافت نم توان d از مقداری هیچ که |Y١١| = ١, |Y٢٢| = b − ۴, |Y٣٣| = ١٢ − ۴d

باشد. معین مثبت نم تواند Y هیچ گاه بنابراین کند، مثبت را معادله

است. معین مثبت ماتریس ی Cn×n کنید فرض .٧

است. معین مثبت نیز C−١ دهید نشان •
است. معین مثبت QCQT ماتریس دهید نشان باشد، دلخواه متعامد ماتریس ی Qn×n اگر •

مقدار کوچ ترین نباشد، معین مثبت M = ATCA که گونه ای به باشد n×m ماتریس ی A اگر •
دهید. توضیح داشت؟ خواهد مقداری چه M ماتریس ویژه ی

پاسخ.

معین مثبت ماتریس ی و است متقارن نیز متقارن ماتریس معکوس که م دانیم ،١ سوال به توجه با •
ویژه ی مقادیر معکوس C−١ ویژه ی مقادیر همچنین باشند. مثبت آن ویژه ی مقادیر تمام گاه هر است
مثبت نیز مثبت عدد هر معکوس که آن جا از مثبت اند. هم ،C بودن معین مثبت بر بنا که هستند C

بود. خواهد معین مثبت هم C−١ ماتریس پس است،

داریم: پس .xTCx > ٠ ،x ناصفر بردار هر ازای به م دانیم •

xTQCQTx = (QTx)TCQTx = yTCy > ٠

مثبت هم QCQT پس است، برقرار Q معکوس پذیری و C بودن معین مثبت دلیل به آخر نامساوی
است. معین

زیرا: است متقارن M ماتریس •

MT = ATCTA = ATCA = M

نیست، معین مثبت M م دانیم مسئله فرض طبق چون حال حقیق اند. M ویژه ی مقادیر تمام پس
واقع در و ندارد منف ای ویژه مقدار M که م دهیم نشان حال باشد. داشته نامثبت ویژه ی مقدار باید

است. معین نیمه مثبت
در تساوی حالت .yTCy ⩾ ٠ ،IRn در y دلخواه بردار هر ازای به ،C بودن معین مثبت به توجه با

داریم: ،y = Ax که IRm در x بردار هر برای حال باشد. صفر بردار y که م دهد رخ صورت

xTMx = xTATCAx = yTCy ⩾ ٠

مقدار کوچ ترین و است معین نیمه مثبت M بالا، نامساوی و M ماتریس بودن متقارن به توجه با
است. صفر با برابر آن ویژه ی

باشد؟ داشته را داخل ضرب ویژگ های ⟨x, y⟩ = xTKy تا داشته باشد ویژگ هایی چه K ماتریس .٨

پاسخ.

∀x,y ⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩ ⇒ ∀x,y xTKy = yTKx ⇒ ∀i, j eTi Kej = eTj Kei

۵



⇒ ∀i, j Kij = Kji

باشد. متقارن باید ماتریس پس

∀x ⟨x,x⟩ ⩾ ٠ ⇒ ∀x xTKx ⩾ ٠

باشد. نیمه معین مثبت باید ماتریس پس

(x = ٠ ⇐⇒ ⟨x,x⟩ = ٠) ⇒ (x = ٠ ⇐⇒ xTKx = ٠)

باشد. معین مثبت باید ماتریس باشد، نیمه معین مثبت باید ماتریس که این به توجه با پس

شرط پس .( کاف (شرط برقرارند اول به آخر از بالا روابط باشد، معین مثبت ماتریس اگر که دیده م شود سادگ به
است. ماتریس بودن معین مثبت داشته باشد، را داخل ضرب خواص تعریف شده عبارت اینکه برای کاف و لازم

۶


